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1. a) Wirbegriinden zunichst, dass X tatsdchlich eine Zufallsvariable ist. Hierzu miis-
sen wir nachweisen, dass fiir alle a € R gilt

{lweQ: X(w)<a}erF.

Da aber F = P () gilt, ist dies immer erfiillt, also ist X tatsdchlich eine Zufalls-
variable.

Als Nichstes berechnen wir die Verteilungsfunktion F'x von X: Offensichtlich
istfirz <0

Fx(z) = P{w e Q: X(w) = |w; —ws| < z}] =0,
da |u| > 0 fiir jede reelle Zahl u gilt.
Sei nun z > 0. Dann gilt:
Fx(z) = P{w € Q: X(w) = |w; —ws| < x}]
= P{w e Q:|w —ws| < |2]}]
lz)

= PweQ: |w —wy| =n}]

Hierbei haben wir verwendet, dass |w; — ws| fiir w € () nur ganzzahlige Werte
annehmen kann, sowie die Notation

|z] :=max{{ € Z : { <z}

fiir die Abrundungsfunktion. Jetzt berechnen wir:

Pl{w € 0 o — w0l = 0}] = P{(L1), -, (6.6)}] = -

Pl{w € 9 lon —wal = 1] = PU{(1,2), (2.1, (2,3),(3,2), . (5,6), (6,5))] = 5
Pl{w € 9 lon —wal =2} = PU{(1,3), (3.1), (2,4), (4,2), ., (4,6), (6,))] = o~
Pl{w € 9 on — sl =3} = PH(1L4), (4,1), 2,5), (5,2), (3,6), (6,3))] =
Pl{w €9 or — | = 4)] = P{(1,5), (5,1), (2,6),(6,2)}] = ¢

Pl{w € 0wy — ] = 5] = PI{(1,6), (6,1)}] = o

Bitte wenden!



Damit kdnnen wir nun die Verteilungsfunktion explizit bestimmen:

( (

0, z <0 0, <0
5 0<z<1 1Lo0<z<t
S 10 1<z<?2 i 1<z<2
Fy(r)={ S 4104 8 2<w<3=43 2<z<3
S 404848 3<r<4 2 3<z<4
st et ettt 4<z<5 |if, 4<z<5
L1, x>5 (1, =25

b) Wir beweisen zunichst wieder, dass Y eine Zufallsvariable ist. Dazu miissen wir
wieder iiberpriifen, dass a € R gilt

{weQ:Y(w)<a}eF,

wobei F die Borel-o-Algebra auf Q = [0, 1]? ist. Zunéchst sehen wir, dass fiir
a < 0 gilt:

{weQ:Y(w)<al={wel0,1]*: 2w + 2w, <a} =0 € F

da jede o-Algebra die leere Menge enthilt (Proposition 1.5, i). Analog ist auch
fiir a > 4:

{weQ: Yw) <al={wel[0,1*: 2w+ 2w <a} =0 € F
Sei also a € [0,4). Dann haben wir:
{weN:Y(w)>a} ={wel0,1]: 2w + 2wy > a}

={we0,1:0<w <1,% —w; <wy < 1wy >0}

21 U max@E-=1)nRx0,)

z€[0,1]NQ
= U le, 1] x [max{$§ —:U—i—%,O},llE F,
2€[0,1]NQ n=1 e

eF

denn Q N [0, 1] ist abzihlbar und abzéhlbare Vereinigungen von Mengen aus F
liegen wieder in F (Definition 1.2, H3).

In (x) haben wir verwendet, dass Q dicht in R liegt, das bedeutet, falls fiir
(w1, we) € Qgilt,dass 0 < w; < lund § —w; < wy < 1, dann finden wir
ein z € [0, 1] N Q sodass:

Siehe nichstes Blatt!



2.

In der Tat finden wir so ein x, indem wir eine Folge x,, T w; wihlen mit z,, €
QN [0, 1] und bemerken, dass wegen wy > § — w; auch gilt, dass wy > § — ,,
fiir n > N und wir kdbnnen = := x setzen.

Da aber F eine o-Algebra ist, liegt mit {w € Q : Y(w) > a} auch {w € Q :
Yw)<a}={weQ:Y(w)>a}eF.

Wir berechnen nun die Verteilungsfunktion Fy von Y. Wie wir bereits oben ge-
sehen haben, gilt:
Fy(y) = P{w e Q:Y(w) <y} = P[0] =0, y<0
sowie
Fy(y) = Pllw e Q: Y(w) <y}l = PIOI =1,  y=>4
Sei zunéchst y € [0,2). Es gilt:

Fy(y) = P{w € Q: Y(w) < y}]
= P[{w € Q: 2wy + 2wy < y}
= Area({w € Q: 2w; + 2wy < y})

Man erkennt leicht, dass diese Fldche gerade das (abgeschlossene) Dreieck be-
grenzt durch die Punkte (0,0), (0, %) und (%, 0) ist, welches eine Fliche von %
besitzt (in der Tat, 2w; + 2wy <y < (w; € [0, ] und wy € [0, 4 — w1))).

Fiir y € [2,4) berechnen wir stattdessen

1—Fy(y) = P{weQ:Y(w) >y}

= Area({w € 2 : 2wy + 2wy > y}) = L(2 - ¥)?,

1
2

da die Fliache hier gegeben ist als das (offene) Dreieck begrenzt durch die Punkte
(1,1),(5—1,1) und (1, 4 — 1). Damit gilt Fy(y) = 1 — %(2 -9 =y- % -1
Damit erhalten wir schliesslich die Verteilungsfunktion:

0, y <0,
v <
Friy) =45 0<y<2
y—5 -1, 2<y<4
L, y =>4

a) Der Graph von F’ verlduft folgendermassen:

Bitte wenden!



b)

a)

b)

{X <1}
{X =2}
{X = 3}] = 0(da F stetig im Punkt 3)

P (17)=1/2

P

P

P{l< X <2} = F(2)— F(1) = 3/4—2/3 = 1/12
P

P

= F(1
|=F(Q)—F(2)=3/4-2/3=1/12

(1<X<2=F@2)-F1)=2/3-1/2=1/6
(X>3/2)]=1-F(15)=1-2/3=1/3.

Da es sich um eine faire Miinze handelt, verwenden wir ein Laplace Modell mit
Q = {“Kopf™, “Zahl”}>, F = P(2) und alle Elementarereignisse haben die glei-
che Wahrscheinlichkeit 1/25 = 1/32. Wir berechnen P(X = i), firi = 0,...,5.
Da wir ein Laplace Modell voraussetzen, miissen wir alle Elementarereignis-
se zidhlen, bei denen genau ¢-mal “Kopf” erscheint. Wir erhalten (f) und somit
P(X =) = (?)/32. Als Verteilungsfunktion erhalten wir

(0 fallsz <0,
1/32 fallsO0 <z <1,
%) 3/16 fallsl <z <2,
Fx(z)= Y = 12 falls2<s<3,
i<w;0<i<5 13/16 falls 3 <z < 4,
31/32 falls4 <z < 5,
1 sonst.

\

Wir bemerken, dass der totale Geldbetrag Y nach dem Spiel nur von der Anzahl
erschienenen “Kopfe” abhingt. Es gilt ndmlich Y = f(X) = (1.1)* x (0.9)5~%.
Da f wachsend ist, erhalten wir folgende Verteilungsfunktion von Y":

(0 fallsy < 0.9,

1/32 falls 0.9° <y < 1.1 x 0.9,

3/16 falls 1.1 x 0.9 <y < 1.12 x 0.93,
Fy(y) = 1/2 falls 1.12x0.93 <y < 1.13 x 0.9%,
13/16 falls 1.1° x 0.9° <y < 1.1 x 0.9',
31/32 falls 1.14 x 0.9' <y < 1.1°,

1 sonst.




